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THEORIE DES OROUPES. - Groupes d dualite de Poincare de dimension 2. Note(*) 
de Beno Eckmann et Peter Linnell, presentee par Jean-Pierre Serre. 

On montre que le premier nombre de Betti d'un groupe a dualite de Poincare de dimension 2 est > 0. II en 
resulte, en vertu d'un theoreme d'Eckmann-Miiller, que tout groupe a dualite de Poincare de dimension 2 est 
isomorphe au groupe fondamental d'une surface compacte (de genre;;;; 1). 

GROUP THEORY. - Poincare Duality Groups of Dimension 2. 

It is proved that the first Betti number of a Poincare duality group of dimension 2 is positive. This implies, by 
a theorem of Eckmann-Miiller, that any Poincare duality group of dimension two is isomorphic to the fundamental · 
group of a closed surface (of positive genus). 

1. INTRODUCTION. - Dans tout 'ce qui suit G designe lin groupe verifiant Ia dualite de 
Poincare de dimension 2 {PD2-groupe), orientable: 

W(O; A)~ Hz-i(O; A), 

pour tout i E 71. et tout 71..0-module A. Pour que 0 soit un PD2-groupe orientable il faut 
et il suffit qu'il soit de type (FP) et que Ri(O; 7l..O)=O·pour i =f. 2, H 2 (0;.71.0)=7l.. avec 
0-operation triviale. Les groupes fondamentaux des surfaces compactes ( orientables) de 

·genre ~ 1 sont des PD 2-groupes ( orientables). Dans Eckmann:-Miiller [2j Ia reciproqtie, 
pour Ie cas orientable et non-orientable, est demontree sous !'hypothese supplementaire 
que Ie premier riombre de Betti ~. 1 du groupe est > 0. 

2. MoDULES PROJECTIFS DE TYPE FINI suR 7l..G. - Pour un 71..0-module M notons rg M Ie 
rang du groupe abelien 7l..®G M. 

LEMME 1. - Pour. tout 71.0-module M =f. 0, projectif et de type fini, le rang rg M est > 0. 
Demonstration. - Soit rM le «rang de Hattori-Stallings »de M (voir [1], p. ex.); c'est une 

combinaison lineaire finie des classes de conjugaison ' de 0 : · · 

rM=LrM(c)'t. 

Notons rM(x) Ie coefficient de la classe 't de! xEO. Si rM(x), x =f. 1, est different de 0, 
!'element x est conjugue a xP" pour un nombre premier p et un entier n > 0 ( d'apres 
Bass [1], theoreme 8.1 (b)). Comme G est sans torsion, il en resulte que x est contenu dans 
un sous-groupe de 0 isomorphe a 71. [1/p]. Or Ies sous-groupesde 0 sont soit des PD 2-

groupes, soit libres (Strebel [3]). 
Ainsi rM est concentre sur 1 EO, d'ou rgM=rM(1). D'apres le theoreme de Kaplansky 

(voir [1], p. 184) applique a la 71..0-matrice idempotente correspondant a M, !'hypothese 
M =f. 0 entraine rM ( 1) > 0. 

····---- 3. CARACTERISTIQUE n·EuLER. -= Consideronsla..resolution projective sur 71.0: 

• 
( 1) 0-+ P-+ (7l.O)d-+ 71.0-+ 71., 

ou P est projectif de type fini. En appliquant HomG (-, 71.0) a cette suite et en tenant 
compte de H 0 (0; 7l..O)=H 1 (0; 71.0)=0, H 2 (0; 71.0)=71. on en deduit la suite exacte: 

r 
(2) 71. +- P* +- (7l.O)d +- 71.0 +- 0, 

avec P* = HomG (P, 71.0) projectif de type fini. De ( 1) et (2) on tire : 

P* ® IG ~ 71.0 ® L, 
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ou IG est le noyau de !'augmentation e:, et L le noyau de y. On a done une surjection 
(ZG)d+ 1 

- ZG EB L, et par consequent une surjection TC: (ZG)d+ 1 - P*; soit K le noyau 
de rc. Comine K est projectif de type fini et =I= 0, on a rg K > 0 en vertu du Lemme 1, done 
rgP* ~d. 

Pour la caracteristique d'Euler de G la resolution (2) donne : 

x(G)=rgP*-d+l ~ 1. 

D'autre part x(G)=2-~b d'ou ~ 1 > 0: 

THEOREME 2. - Le premier nombre de Betti d'un PD2-groupe orientable est > 0. 
Remarque 3. - D'apres [2], p. 511 il s'ensuit que le meme resultat est valable pour un 

PD 2-groupe non-orientable. 
En vertu du resultat prineipal de [2] on a finalement le: 

THEOREME 4. - Un groupe G verifie Ia dualite de Poincare de dimension 2 si et seulement 
s'il est isomorphe au groupe fondamental d'une surface compacte (de genre ~ 1). 

(*) Remise le 4 octobre 1982. 
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